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　　摘　要：　在Ｘ射线计算机断层（ＣＴ）成像领域，多种应用需要准确的 Ｘ射线能谱信息，包括能谱 ＣＴ图像重建、
ＣＴ图像硬化校正、ＣＴ图像的定量分析等．然而，由于ＣＴ系统中Ｘ光机发出的射线流强很大，Ｘ射线能谱一般难以直
接测量，更为常用的方法是利用不同厚度模体的投影数据，间接估计能谱．该类方法将能谱估计问题转化为一组病态
线性方程组的求解问题．为了获得较为准确的Ｘ射线能谱，通常需要测量多组投影数据，工作量大．针对该问题，本文
提出一种新的Ｘ射线能谱估计方法．该方法利用二次有理分式拟合多能投影曲线，然后利用多能投影曲线上的采样
点间接估计Ｘ射线能谱．由于二次有理分式参数少，因此该方法仅需少量的测量点即可拟合出高精度的多能投影曲
线．实验表明：本文方法仅需要３个测量点就可以达到传统方法使用十几个测量点估计的Ｘ射线能谱的精度，显著减
少了采样数量，进而减少能谱估计的工作量．仿真和实采数据都验证了方法的有效性．
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１　引言
　　Ｘ射线计算机断层（ｃｏｍｐｕｔｅｄｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ，简称ＣＴ）
成像技术能够无损地再现被检测物体的内部结构信

息，已广泛应用于医学诊断、工业无损检测、逆向工程、

安全检查等领域．ＣＴ成像的准确性依赖于对 Ｘ射线与
物质相互作用建模的准确性，其中 Ｘ射线能谱是一个
重要因素，尤其在能谱 ＣＴ成像［１～３］、ＣＴ图像硬化校
正［４～６］、ＣＴ图像的定量分析［７］等应用中扮演着重要角

色．因此，如何获取 Ｘ射线能谱信息一直是 Ｘ射线 ＣＴ
成像中的一个重要研究课题．

已有的Ｘ射线能谱获取方法可大致分为两类：直
接方法和间接方法．直接方法即使用 Ｘ射线光谱仪等
设备直接测量 Ｘ射线能谱；间接方法是利用 Ｘ射线穿
过不同厚度已知材料模体的测量数据与 Ｘ射线能谱、
模体厚度、模体衰减系数间的定量关系，建立关于 Ｘ射
线能谱的方程组，通过求解该方程组，获得 Ｘ射线能谱
信息．对于Ｘ射线ＣＴ系统，由于 Ｘ光机产生的射线流
强很大，Ｘ射线能谱难以利用光谱仪等设备直接测量．
更为常用的方法是间接方法．

间接方法，也称为能谱估计，根据对 Ｘ射线能谱描
述方式的不同，又可以分为两类：一类是根据物理事实，

建立含有未知参数的解析式来刻画 Ｘ射线能谱［８～１３］．
如文献［１１］中，用多项式、Ｄｅｌｔａ函数和指数函数的组合
来表示Ｘ射线能谱．另一类是估计离散的 Ｘ射线能谱，
即将Ｘ射线的能量范围分段，估计出每一小段内 Ｘ射
线光子占全部光子的比例［４，６，１４～１８］．第一类方法的未知
参数少，求解相对容易；但是该方法的准确性严重依赖

于解析式对 Ｘ射线能谱表示的准确性，不准确的解析
式可能会导致 Ｘ射线能谱的系统性偏差．第二类方法
将能谱估计问题归结为一线性方程组的求解问题，形

式简单．但是，通常该方程组严重病态，直接求解可能会
导致不准确的能谱．为克服上述困难，一方面，人们提出
了更为稳定的求解方法，如 ＥＭ方法［１５］等；另一方面，

通过增多测量数据量，增加方程个数来提高问题的适

定性．在工程应用中，针对一种扫描条件（固定的电压、
电流、滤波片等），通常需要测量十几至几十个不同厚

度模体的测量数据［４，１４，１９］，工作繁复，所需时间长．
间接方法测量获得的是模体厚度与投影数据之间

的关系，确切地说是非线性多能投影曲线．该曲线具有
很好的光滑性和渐近特性．文献［２０］指出，多能投影曲
线适合用二次有理分式来逼近．二次有理分式的参数
个数少，仅需少量已知点即可确定其参数值．基于此，本
文提出一种 Ｘ射线能谱间接估计的新方法．该方法首
先使用二次有理分式近似多能投影曲线；然后对该曲

线采样，并由此构造估计 Ｘ射线能谱的线性方程组；最

后求解该方程组，估计出 Ｘ射线能谱．由于二次有理分
式参数少，该方法仅需少量的测量点即可拟合出高精

度的多能投影曲线；又因为获得了多能投影曲线的解

析表达，我们可以对其密集采样，尽可能地增加能谱估

计方程组的适定性，提高求解精度．仿真和实采数据实
验验证了方法的有效性．实验结果表明：本文方法仅需
要３个测量数据就可以达到传统方法使用十几个测量
数据的估计精度，显著减少了对测量数据个数的需求，

降低了能谱估计的工作量．

２　方法

２１　能谱估计模型
在忽略散射的情况下，多能 Ｘ射线沿路径 Ｌ穿过

物体获得投影数据的过程可由下式表示［１９，２２］：

ｐ（Ｌ）＝－ｌｎ∫Ｓ（Ｅ）ｅ－∫Ｌμ（ｘ，Ｅ）ｄｌｄＥ （１）

其中μ（ｘ，Ｅ）是被测物体在点 ｘ处关于能量为 Ｅ的光
子的线性衰减系数；Ｓ（Ｅ）是归一化的等效能谱，满足

∫Ｓ（Ｅ）ｄＥ＝１．该能谱与 Ｘ光机的发射谱、探测器的闪
烁体以及所用滤波片的材质和厚度有关．当被测物体
为均匀单材质物质时，式（１）可化简为：

ｐ＝Ｐ（Ｈ）＝－ｌｎ∫Ｓ（Ｅ）ｅ－μ（Ｅ）ＨｄＥ （２）

其中Ｈ为射线穿过该物体的长度．可以看到，投影数据
是物质厚度Ｈ的函数，我们称之为多能投影曲线．

考虑式（２）的离散形式．将Ｘ射线能量范围等间隔
划分为Ｎ个小区间，小区间宽度为 ΔＥ，相应的能谱 Ｓ
（Ｅ）离散化为（Ｓ１，Ｓ２，…，ＳＮ），被测物体的线性衰减系
数μ（Ｅ）可以离散化为（μ１，μ２，…，μＮ）．则多能投影的
离散形式表示如下：

ｐ＝－ｌｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｓｉｅ

－μｉＨΔＥ （３．１）

或

ｅ－ｐ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｓｉｅ

－μｉＨΔＥ （３．２）

为简单起见，引入记号：

Ｘ＝（Ｘ１，…，ＸＮ）
Ｔ＝（Ｓ１，…，ＳＮ）

Ｔ （４）
　Ａ＝（ａｊ，ｉ），ａｊ，ｉ＝ｅ

－μｉＨｊΔＥ，ｊ＝１，…，Ｍ，ｉ＝１，…，Ｎ （５）
Ｂ＝（ｅ－ｐ１，…，ｅ－ｐＭ）Ｔ （６）

其中（·）Ｔ表示向量或矩阵的转置，则能谱估计问题就

是：已知Ｍ个测量数据（也称测量点）（Ｈｊ，ｐｊ），ｊ＝１，２，
…，Ｍ，求解如下方程组：

ＡＸ＝Ｂ （７）
考虑到能谱的非负性，通常会对 Ｘ添加非负约束．

对于能谱估计问题，方程组（７）严重病态，有很多文献
研究该问题的稳定求解算法，如 ＥＭ［１５］、截断奇异值分

１８５２
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解（ＴＳＶＤ）［１６，１７］、先验截断奇异值分解（ＰＴＳＶＤ）［１８］等．
对医学和工业 ＣＴ，Ｘ射线能谱的能量范围一般在

８０－４５０ｋｅＶ间．如果取 ΔＥ＝１ｋｅＶ，对应离散的 Ｘ射线
能谱向量维度，也就是问题（７）的未知量个数 Ｎ将达到
上百个，甚至几百个．因此，在进行能谱估计时，为提高
方程组（７）的适定性，需要对多组不同厚度的模型进行
实验，测量投影数据．
２２　Ｘ射线能谱估计方法

能谱估计的核心是建立方程组（７）中的对应关系，
传统方法是一个测量点获得一个等式，为了保证方程

组的适定性，需要测量多组数据，导致应用中工作量大．
注意到，方程组（７）中的一个等式对应多能投影曲线
（即式（２））上的一个采样点．因此本文考虑，先通过测
量数据恢复多能投影曲线；然后，对该曲线采样构造方

程组（７）来估计能谱．多能投影曲线通常是光滑的，且
具有渐近特性，可用二次有理分式进行拟合［２０］．二次有
理分式参数个数少，因此仅需少量已知数据即可准确

拟合多能投影曲线，进而估计能谱，从而减小能谱估计

的工作量．本节首先介绍基于二次有理分式的多能投
影曲线拟合方法，然后给出能谱估计方法．
２２１　二次有理分式拟合多能投影曲线

拟合多能投影曲线的二次有理分式表达式如下：

α１Ｈ＋α２Ｈ
２

１＋α３Ｈ
≈Ｐ（Ｈ） （８）

其中（α１，α２，α３）为待定系数．假设有测量值（Ｈｊ，ｐｊ），ｊ
＝１，２，…，Ｍ，确定系数（α１，α２，α３）即求解如下问题：

Ｈｊ Ｈ
２
ｊ －ｐｊ( )Ｈ

α１
α２
α









３

＝ｐｊ，ａｎｄαｒ＞０，

　　　ｒ＝１，…，３，ｊ＝１，２，…，Ｍ

（９）

此处利用了多能投影曲线（２）的性质：①连续，②
严格递增，③凹性［２１］．利用这些性质可导出二次有理分
式系数为正，即αｒ＞０，ｒ＝１，…，３．由于二次有理分式只
含有３个未知参数（α１，α２，α３），因此仅需少量测量数据
（Ｈｋ，ｐｋ）即可准确估计参数值．
２２２　基于二次有理分式拟合多能投影曲线的 Ｘ射
线能谱估计方法

拟合出多能投影曲线Ｐ（Ｈ）后，可在该曲线上密集
采样得到（Ｈｋ，ｐｋ），ｋ＝１，２，…，Ｍ

，ＭＮ，由此可进一
步获得能谱估计的线性方程组（７）．求解该方程组即可
估计出Ｘ射线能谱向量（Ｓ１，…，ＳＮ）．本方法通过增加
采样点个数来增加方程个数，以提高方程组的适定性，

进而提高能谱估计的准确性．
综上，本文基于二次有理分式拟合多能投影曲线

的Ｘ射线能谱估计方法步骤如下：

（１）设置Ｘ光机电压ＮｋＶ，扫描 Ｍ组不同厚度的
模体，得到测量点（Ｈｊ，ｐｊ），ｊ＝１，２，…，Ｍ；

（２）测量点代入问题（９），拟合多能投影曲线 Ｐ
（Ｈ）；

（３）对多能投影曲线采样，得到（Ｈｋ，ｐｋ），ｋ＝１，２，
…，Ｍ，ＭＮ；

（４）采样点代入问题（７），并求解得到能谱向量
（Ｓ１，…，ＳＮ）．

３　实验
　　本节分别通过仿真实验和实采数据实验验证本文
方法的有效性，并与只利用测量点构造方程组（７）的传
统方法进行比较．由于 ＥＭ算法具有很好的稳定性，而
且获得的解自然地满足非负约束，本文在求解式（７）
时，均采用了ＥＭ算法．
３１　仿真实验

仿真实验分为以下两组：一是利用二次有理分式

拟合多能投影曲线实验，测试测量点个数对二次有理

分式拟合多能投影曲线精度的影响；二是根据多能投

影曲线采样点估计能谱实验，测试多能投影曲线上采

样点对能谱估计精度的影响．我们对不同电压下的多
个能谱进行了实验，均取得了较好的能谱估计效果．但
篇幅所限，本节仅给出一组实验结果．

仿真实验使用开源软件 ＳｐｅｃｔｒｕｍＧＵＩ生成 Ｘ射线
能谱．实验中仿真了 ＯｘｆｏｒｄＳｅｒｉｅｓ６０００球管在１４０ｋＶ下
穿过０ｍｍ和１ｍｍＣｕ滤波片的能谱，并对能谱做了归
一化处理；其中添加１ｍｍ滤波片的能谱为待估计能谱，
无滤波片的能谱作为ＥＭ算法的初始值．模体的线性衰
减系数从美国国家标准技术研究院（ＮＩＳＴ）网站获
得［２３］，并根据能谱的离散取值对其做了相应的插值．不
同厚度模体对应的投影数据根据式（３１）计算得到．实
验对无噪声数据和带噪声数据都进行了测试，其中噪

声数据是４００次添加光子个数为１０６的泊松噪声数据的
均值．

为了对方法精度进行定量分析，本文计算了平均

绝对误差（ＭＡＤ）、标准均方根误差（ＮＲＭＳＥ）和平均能
量差（ＭＥＤ）［２４］三种度量，公式分别如下：

ＭＡＤ＝∑
Ｑ

ｑ＝１

Ｙｑ－Ｙ

ｑ

Ｑ （１０）

ＮＲＭＳＥ＝
∑
Ｑ

ｑ＝１
（Ｙｑ－Ｙ


ｑ）

２

∑
Ｑ

ｑ＝１
（Ｙｑ）槡

２
（１１）

ＭＥＤ＝ａｂｓ∑
Ｑ

ｑ＝１
Ｅｑ（Ｙｑ－Ｙ


ｑ( )） （１２）

其中Ｙｑ，ｑ＝１，…，Ｑ为估计值和Ｙ

ｑ，ｑ＝１，…，Ｑ为真实
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值．式（１２）仅用于衡量能谱估计精度，符号Ｅｑ表示第 ｑ
个能段上光子的能量．
３１１　利用二次有理分式拟合多能投影曲线实验

本小节实验测试测量点个数对二次有理分式拟合

多能投影曲线精度的影响．２００５年Ｓｉｄｋｙ等在文献［１５］
指出，测量点的个数对能谱估计的影响较大，而最大厚

度对能谱估计的影响不大，并给出了最大厚度选取的

经验公式（单位ｃｍ）：

Ｈｍａｘ＝
ｌｎ１００００
μ（Ｅｍａｘ／２）

（１３）

其中，Ｅｍａｘ为Ｘ射线光子的最大能量，μ（Ｅｍａｘ／２）为物质
在Ｅｍａｘ／２处的线性衰减系数．

实验中，在（０，Ｈｍａｘ］ｃｍ内等间隔选取了 Ｍ个厚度
计算测量点（Ｈｊ，ｐｊ），ｊ＝１，…，Ｍ．注意到（０，０）一定在多
能投影曲线上，所以，我们是用了 Ｍ＋１个已知点拟合

多能投影曲线．为了考察二次有理分式拟合多能投影
曲线的通用性，我们对能谱估计中常用的三种材质：Ａｌ
（原子序数Ｚ＝１３）、Ｆｅ（Ｚ＝２６）、Ｃｕ（Ｚ＝２９）分别进行了
实验．根据式（１３），要估计１４０ｋＶ的 Ｘ射线能谱，需要
的被测模体 Ａｌ、Ｆｅ、Ｃｕ的最大厚度分别为 １４８、
１４８、０８９ｃｍ．

图１给出了不同测量点个数 Ｍ对二次有理分式拟
合三种不同材质的多能投影曲线精度的影响，其中图１
（ａ）和图１（ｂ）分别展示了在无噪声情况下，多能投影
曲线的ＮＲＭＳＥ和 ＭＡＤ随测量点个数 Ｍ变化的曲线，
图１（ｃ）和图１（ｄ）分别展示了在噪声情况下，多能投影
曲线的ＮＲＭＳＥ和 ＭＡＤ随测量点个数 Ｍ变化的曲线．
由图中可以观察到：对不同材料，使用３个测量点即可
较好地拟合多能投影曲线．

　　图２展示了三种材质的多能投影曲线以及使用３个
测量点拟合的二次有理分式结果，两条曲线基本上重合．
为了更明显地展示拟合误差，图３给出了图２中二次有
理分式拟合多能投影曲线的相对误差．可以观察到：Ａｌ、
Ｃｕ材质的投影数据的相对误差在３‰以内，而Ｆｅ材质的
误差相对较大，因此实际实验中，我们推荐使用Ａｌ、Ｃｕ材
质．由上述结果可以得出：使用３个测量点拟合二次有理
分式用来逼近多能投影曲线是可行的，可以进一步使用

多能投影曲线上的采样点来估计能谱．
３１２　根据多能投影曲线采样点估计能谱实验

本小节以Ａｌ材质为例，测试多能投影曲线上采样
点个数对能谱估计精度的影响．多能投影曲线由３个
测量点拟合得到．在多能投影曲线上，按厚度在［０，
１４８］ｃｍ内等间隔取Ｍ个采样点（Ｈｋ，ｐｋ），ｋ＝１，２，…，
Ｍ来估计能谱．值得注意的是：此处的采样点个数即
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对应于传统方法中的测量点个数．
估计能谱的 ＮＲＭＳＥ和 ＭＥＤ，随采样点个数Ｍ变

化的曲线如图４所示，其中无噪声数据结果用绿色直
线表示，噪声数据结果用蓝色短划线表示，图４（ａ）和图
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４（ｂ）是在采样点个数为［３，２０］和［１５，１４０］内的
ＮＲＭＳＥ曲线，图４（ｃ）和４（ｄ）是在采样点个数为［３，
２０］和［１５，１４０］内的ＭＥＤ曲线．从图中可以看出，随采
样点个数增加，能谱估计的精度越来越高；采样点个数

超过１２时，估计能谱的 ＮＲＭＳＥ误差小于 ０００１．图 ５
给出了使用１４０个采样点估计的能谱，估计谱与真实谱
基本上重合．

由以上观察可得：本文方法仅需要３个测量点就
可以达到传统方法使用十几个测量点的能谱估计的精

度，显著减少了测量点个数需求，降低了能谱估计的工

作量．
３２　实采数据实验

本小节进行实采数据实验．实验在作者所在实验
室的ＣＴ系统上进行，该 ＣＴ系统的 Ｘ光机型号为 ＹＸ
ＬＯＮ．ＴＵ４５０－Ｄ０５，探测器为ＰｅｒｋｉｎＥｌｍｅｒＸＲＤ１６２２．实
验时，添加了１ｍｍ厚的铝质滤波片．为了减小散射光子
对测量数据的影响，实验对Ｘ射线进行了准直．

实验管电压为 １４０ｋＶ，扫描模体为不同厚度的铝
板．虽然文献［１５］对估计１４０ｋＶＸ射线能谱，推荐铝材
质的最大厚度为１４８ｃｍ，但我们发现对６ｃｍ厚度铝板，
穿透率已不足２％．透射光子数较少，会导致数据噪声
较大，测量值不准确，进而影响估计谱的准确性．因此，
我们实验中测试的最大厚度为６ｃｍ．表１列出了１１组
测量数据．实验选取（２，４，６）ｃｍ厚度对应的测量点用
于能谱估计，其余测量点用于验证估计谱的准确性．
　　图６为实验结果．图６（ａ）给出了利用二次有理分
式拟合的多能投影曲线，其中红色圆点是测量点，绿色

圆圈点是拟合多能投影曲线用的测量点；图６（ｂ）给出
了估计的Ｘ射线能谱，其中红色点线是 ＥＭ方法的初
始谱，绿色直线是使用传统方法估计的谱，蓝色点划线

是使用本文方法估计的谱；为了考察估计谱的准确性，

图６（ｃ）给出了根据图６（ｂ）中的估计谱重新计算的多
能投影曲线，图６（ｄ）为对应的相对误差，其中绿色直线
表示根据传统方法估计谱的结果，蓝色点线表示根据

本文方法估计谱的结果．从图６（ｂ）所展示的能谱形状
上来说，本文方法估计的能谱结果更符合实际；图６（ｃ）
和图６（ｄ）中，传统方法估计的能谱在计算小厚度材料
（０－１ｃｍ）的投影值时出现了较大误差，这是因为传统
方法用于构造问题（７）的测量点，不包括该小厚度内的
测量点．而本文方法使用了拟合多能投影曲线上不同
厚度的采样点构造问题（７），因此获得了更高的精度．

４　总结
　　本文提出了一种 Ｘ射线能谱估计方法．该方法首
先利用二次有理分式由测量点数据拟合多能投影曲

线，然后利用多能投影曲线上的密集采样点估计 Ｘ射
线能谱．二次有理分式具有良好的渐近特性，与多能投
影曲线的性质相符，因此能较好地拟合多能投影曲

线［２０］．而在获得高精度拟合曲线后，对该曲线进行密集
采样就相当于获得了多组测量数据．本文方法的第二
步就相当于通过多组测量数据估计 Ｘ射线能谱［１５，１８］．
仿真和实采数据验证了方法的有效性．实验表明，本文
方法仅需要３个测量点，就可以达到传统方法使用十
几个测量点估计能谱的精度，显著减少了测量点个数

需求，降低了能谱估计的工作量．
本文实验中能谱估计的测量点是等间隔选取的．

考虑到多能投影曲线的曲率是随厚度变化的，因此测

量点位置的选择可能会对能谱估计的精度产生影响，

值得进一步研究．
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表１　实际采集的１１组测量数据

试验编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１

厚度／ｃｍ ０３ ０５ １ ２ ２５ ３ ４ ４５ ４８ ５ ６

投影数据 ０２７７０ ０４５０９ ０８４２１ １５３４７ １８５７０ ２１８１４ ２７７３５ ３０７３７ ３２４２９ ３３６１６ ３９２６４
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